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2 Klasyfikacja metod kompres

dr inz. Aleksander Smywinski-Pohl
konsultacje: pt. 16:30 - 17:30

i

dlugosé / stownik stala-do-zmiennej zmienna-do-zmiennej
kodowanie réznicowe kompresja powtorzen
staly stownik kodowanie statystyczne kompresja sktadowych

zmienny stownik  sekwencyjne kodowanie statystyczne algorytm Ziva i Lempela

dla kompresji mozna wyrézni¢ dwa morfizmy g oraz h:

— g przeprowadza a € ¥ w b € B* = {0,1}

— h przeprowadza b € B* w c € B*
dhugosé fragmentu tekstu ktéra jest zamieniana dla metod o stalej dtugosci odpowiada na-
jezesciej dlugosci pojedynczej litery b w kodzie binarnym, wtedy b € B"
stowa ¢ najczesciej maja zmienng diugosé, dzieki czemu mozemy uzyskaé¢ kompresje
morfizm h posiada morfizm odwrotny h~!, dzieki czemu mozemy skompresowany tekst odt-
worzy¢ bez strat
dla metod o stalym stowniku, h jest state w trakcie calego procesu kompres;ji
dla metod o zmiennym stowniku h zmienia si¢ w procesie kompresji, a odpowiadajaca jej
funkcja h™! jest wyliczana w trakcie dekompresji

Kompresja powtdorzen

zastepowanie powtarzajacych sie wystapien litery, np. aaaaaaa

prosta metoda kompresji, np. wykorzystywana do zastepowania bialych znakéw

sekwencja a" zastepowana jest napisem &an, gdzie & ¢ X, a n reprezentowane jest w formie
binarnej. Jedli n > 255, to zapis dzieli si¢ na fragmenty takie, zeby n < 256

3 Kodowanie rdéznicowe

1980, 1982, 1981, 1985, 1981, ...
1980, +2, -1, +4, -4
Linie faksu:
— 0101001 0101010 1001001 1101001 1011101 1000000 - linia n



0101000 0101011 0111001 1100101 1011101 0000000 - linian + 1
0000001 0000001 1110000 0001100 0000000 1000000 - réznica

(7,1), (7,4), (8, 2), (10, 1) - zakodowana roznica

— dobre, jesli strona zawiera np. pismo odreczne oraz wiele pustej przestrzeni

4 Statyczne kodowanie Huffmana

e opiera sie na obserwacji, ze rozklad liter w tekstach nie jest réwnomierny

o literom pojawiajacym si¢ czesciej mozna przyporzadkowaé krotsze sekwencje bitéw

e literom pojawiajacym sie rzadziej mozna przyporzadkowaé dtuzsze sekwencje bitéw

o mozna tez przyja¢ rozklad a priori (np. wyliczony dla duzego korpusu tekstéw), dzieki
czemu unikamy koniecznosci wyliczania prawdopodobienstw oraz umieszczania stownika w
pliku wynikowym

5 Kod prefiksowy

Zadne stowo ¢; € B* nie jest prefiksem innego stowa c; € B*,dlai #j.

Uwaga: kazdy kod nie posiadajacy tej wlasnosci, moze zostaé zastapiony kodem prefiksowym, bez
utraty stopnia kompres;ji.

6 Nieré6wnosé Krafta - McMillana (3.1)

Zcief‘ T_ICil <1

1. ¥ = {81,82,83,---}

2. B* ST = {h(s1), h(s2), h(sa), - } = {er, a3, }

3. r = |B| =2 - rozmiar alfabetu kodéw

4. Kraft: isnieje kod prefiksowy < spelniona jest nieréwnosé¢ 3.1.

5. McMillan: istnieje jednoznacznie odwracalny kod ze stowami o dlugosciach [y,ls,13, - <
spelniona jest nieréwnosé 3.1.

7 Rozmiar spakowanego tekstu

|h(text)| = > cx;na X |h(a)]
\h(text)\ = ZaGE Ng X ’depth(fa”
gdzie:

e N, - liczba wystapien w calym tekscie litery a
o depth(f,) - glebokosé liscia odpowiadajacego literze a



8 Drzewo Huffmana dla slowa abracadabra

9 Algorytm budowy drzewa Huffmana

[ 1: def huffman(letter_counts):
nodes = []
for a, weight in letter_counts.items():
nodes.append (Node(a, weight))
internal nodes = []
leafs = sorted(nodes, key=lambda n: n.weight)
while(len(leafs) + len(internal_nodes) > 1):
element_1, element_2 = # elementy nodes © internal nodes o majnizszym,
—koszcie, usuniete z list
# warto wzigé pod uwage, Ze mozna wziqgl 2 Tazy najmniejszy wezel, coy
—1stotnie upraszcza kod
internal _nodes.
append(Node(element_1, element_2, element_1.weight + element_2.
—weight)
return internal nodes[0]

[3]: def huffman(letter_counts):
nodes = []
for a, weight in letter_counts.items():
nodes.append (Node(a, weight))
internal nodes = []
leafs = sorted(nodes, key=lambda n: n.weight)
while(len(leafs) + len(internal_nodes) > 1):
head = []
if(len(leafs) >= 2):
head += leafs[:2]
elif (len(leafs) == 1):
head += leafs[:1]
if (len(internal_nodes) >= 2):
head += internal nodes[:2]
elif (len(internal_nodes) == 1):
head += internal nodes[:1]
element_1, element_2 = sorted(head, key=lambda n: n.weight) [:2]
internal_nodes.append(Node(element_1,
element_1.weight + element_2.weight,
element 2))
if (len(leafs) > 0 and element_1 == leafs[0]):
leafs = leafs[1:]
else:
internal nodes = internal nodes[1:]
if(len(leafs) > 0 and element 2 == leafs[0]):
leafs = leafs[1:]
else:



internal _nodes = internal nodes[1:]
return internal nodes[0]

[4]: from queue import Queue as queue
class Node:
def __init__(self, child_1, weight, child_2=None):
self.child_1 = child_1
self .weight = weight
self.child_2 = child_2
def __str__(self, depth=0):
result = f"#{self.weight} "
if (self.child_2 is None):
result += self.child_1 + "\n"
else:
result += "\n"
result += " " * (depth + 1) + "O -> " + self.child_1.
—__str__(depth+1)
result += " " * (depth + 1) + "1 -> " + self.child_2.
—__str__(depth+1)
return result
def __1t__(self, other):
return self.weight < other.weight
[6]: print(Node(Node("a", 1), 2, Node("b", 1)))
#2
0 -> #1 a
1 ->#1 b
[8]: print(huffman({"a": 5, "b": 2, "c": 1, "d": 1, "r": 2}))
#11
0 -> #5 a
1 -> #6
0 -> #2
0 > #1 ¢
1 > #1 d
1 > #4
0O ->4#2 Db
1 ->#2r



[35]:

[36]:

10 Twierdzenie (3.2)

Algorytm Huffmana tworzy drzewo prefikséw w czasie O(|X|log|X|)

Dowdd: dominujaca operacja jest posortowanie liter wzgledem czesto$ci wystepowania. Pozostale
oparacje maja ztozonosc liniowa ze wzgledu na liczbe liter.

11 Dynamiczny algorytm budowy drzewa Huffmana

o Wadg zwyktlego algorytmu jest fakt, ze tekst jest czytany 2 razy
e dynamiczny algorytm czyta tekst tylko raz
e idea algorytmu polega na budowaniu kolejnych drzew T, na podstawie T, gdzie z to tanuch
znakéw, natomiast a, to pojedynczy znak
o drzewo budowane jest nad alfabetem ¥ U {#}, gdzie # reprezentuje wszystkie znaki, ktére
nie pojawily sie w fragmencie z, wtedy drzewo T, jest drzewem Huffmana, posiadajacym
nastepujacy koszty:
— ng - liczba wystapien znaku a w z
— 0 - dla spejcanlego znaku #

https://pypi.org/project /bitarray/

# ! pip install bitarray treel<d
from bitarray import bitarray

# tworzenie tablicy bitéw ma podstawie reprezentacjt w formie tancucha znakoéw
array = bitarray('1010')
print (array)

# odczytywanie pojedynczych bitoéw
print (array[0])
print(array[1])

bitarray('1010')
True
False

# dodawanie dwéch tablic
array = bitarray('0100')
array += bitarray('0001')
print(array)

#zamiana tablicy mna tancuch znakéw, ktory mozna zapisacé do pliku
print (array.tobytes())

bitarray('01000001"')
b'A'



[37]:  # zamiana tancucha znakow (np. odczytanego z pliku) na tablice bitdw
array = bitarray()
array.frombytes(b'A')
print(array)

array = bitarray()
array.frombytes(b'AB')
print(array)

bitarray('01000001")
bitarray('0100000101000010")

[39]: | # usuwanie pierwszych 8 elementow tablicy
array = bitarray()
array.frombytes(b'AB"')
array[:8] = bitarray()
print(array)

bitarray('01000010")

[ 1: from collections import defaultdict

def adaptive_huffman(text):
Node.nodes = []
count = defaultdict(int)
nodes = {"#": Node("#", weight=0)}
root = nodes["#"]
for letter in list(text):
if letter in nodes:
node = nodes[letter]

print(node.code() + ' ' + node.letter)
node. increment ()
else:
updated_node = nodes["#"]
print (updated_node.code() + ' ' + updated_node.letter)
print("{0:b}".format (ord(letter)) + ' ' + letter)

node = Node(letter, parent=updated_node)
nodes[letter] = node

del nodes["#"]

zero_node = Node("#", parent=updated_node, weight=0)
updated_node.add_child(0, zero_node)
updated_node.add_child(1, node)

nodes["#"] = zero_node

updated_node.increment ()

[63]: from collections import defaultdict



def adaptive_huffman(text):
Node.nodes = []
count = defaultdict(int)
nodes = {"#": Node("#", weight=0)}
root = nodes["#"]
print(root)
for letter in list(text):
if letter in nodes:
node = nodes[letter]

print(node.code() + ' ' + node.letter)
node.increment ()
else:
updated_node = nodes["#"]
print (updated_node.code() + ' ' + updated_node.letter)
print("{0:b}".format (ord(letter)) + ' ' + letter)

node = Node(letter, parent=updated_node)
nodes[letter] = node
del nodes["#"]
zero_node = Node("#", parent=updated_node, weight=0)
updated_node.add_child(0, zero_node)
updated_node.add_child(1, node)
nodes["#"] = zero_node
updated_node.increment ()

#print (root)

[63]: | class Node():
nodes = []

def __init__(self, letter, weight=1, parent=None):
self.letter letter
self .weight = weight
self.parent = parent
self.children = [None, Nonel
Node.nodes[0:0] = [self]
self.index = -len(Node.nodes)
self.label None
self.id = len(Node.nodes)

def add_child(self, index, node):
self.children[index] = node
node.label = index

def increment(self):
self .weight += 1
if self.parent:
for i in range(len(Node.nodes) + self.index + 1, len(Node.nodes)):



#print ([str(f"#{e.weight}({e. index}t,{e. label},{e.id}) ") for e,
—14n Node.nodes])
if (self.weight <= Node.nodes[i] .weight):
other_node = Node.nodes[i-1]
if(self != other_node and self.parent != other_node):
#print (f"swapping\n{self}\nand\n{other_node}")
Node.nodes[self.index] = other_node
Node.nodes[other_node.index] = self
self.index, other_node.index = other_node.index, self.
—index
self .parent.children[self.label] = other_node
other_node.parent.children[other_node.label] = self
self.parent, other_node.parent = other_node.parent,
—self.parent
self.label, other_node.label = other_node.label, self.
—label
break
self .parent.increment ()

def code(self):
if (self.parent):
return self.parent.code() + str(self.label)
else:
return ''

def __str__(self, depth=0):
result = f"#{self .weight}({self.index},{self.label}) "
#result = ""
if (self.children[0] is Nomne):
result += self.letter + "\n"

else:
result += "\n"
result += " " * (depth + 1) + "O -> " + self.children[0].
< __str__(depth+1)
result += " " * (depth + 1) + "1 -> " + self.children[1].

< __str__(depth+1)
return result

[64]: adaptive_huffman('abracadabra')
#0(-1,None) #

#
1100001 a
0 #
1100010 b
00 #



1110010 r
0 a

100 #
1100011 ¢
0 a

1100 #
1100100 d
0 a

110 b

110 r

0 a

[62]: adaptive_huffman('bookkeeper')
#0(-1,None) #

#
1100010 b
#1(-1,None)
0 -> #0(-3,0) #
1 -> #1(-2,1) b

o #
1101111 o
#2(-1,None)
0 -> #1(-3,0)
0 -> #0(-5,0) #
1 -> #1(-4,1) o
1 > #1(-2,1) b

01 o

#3(-1,None)

0 —> #1(-3,0)
0 -> #0(-5,0) #
1 ->#1(-4,1) b
1 > #2(-2,1) o

00 #
1101011 k
#4(-1,None)
0 —> #2(-3,0)
0 -> #1(-5,0)
0 -> #0(-7,0) #
1 > #1(-6,1) k
1 > #1(-4,1) b
1 -> #2(-2,1) o

001 k



#5(-1,None)
0 —> #2(-3,0) o
1 -> #3(-2,1)
0 -> #1(-5,0)
0 —> #0(-7,0) #
1 -> #1(-6,1) b
1 -> #2(-4,1) k

100 #
1100101 e
#6 (-1,None)
0 -> #2(-3,0) o
1 -> #4(-2,1)
0 -> #2(-5,0)
0 —> #1(-7,0)
0 -> #0(-9,0) #
1 -> #1(-8,1) e
1 -> #1(-6,1) b
1 -> #2(-4,1) k

1001 e
#7(-1,None)
0 —> #3(-3,0)
0 —> #1(-7,0)
0 -> #0(-9,0) #
1 -> #1(-8,1) b
1 -> #2(-6,1) e
1 -> #4(-2,1)
0 —> #2(-5,0) o
1 -> #2(-4,1) k

000 #
1110000 p
#8(-1,None)
0 -> #4(-3,0)
0 —> #2(-7,0)
0 -> #1(-9,0)
0 -> #0(-11,0) #
1 -> #1(-10,1) p
1 -> #1(-8,1) b
1 -> #2(-6,1) e
1 > #4(-2,1)
0 -> #2(-5,0) o
1 > #2(-4,1) k

01 e
#9(-1,None)
0 -> #4(-3,0)

10



0 —> #2(-7,0)
0 -> #1(-9,0)
0 —> #0(-11,0) #
1 -> #1(-10,1) p
1 -> #1(-8,1) b
1 > #2(-6,1) k
1 -> #5(-2,1)

0 -> #2(-5,0) o
1 -> #3(-4,1) e
0000 #
1110010 r
#10(-1,None)
0 —> #4(-3,0)
0 —> #2(-7,0) o
1 -> #2(-6,1) k

1 -> #6(-2,1)
0 —> #3(-5,0)
0 —> #1(-9,0) b
1 -> #2(-8,1)
0 —> #1(-11,0)
0 —> #0(-13,0) #
1 -> #1(-12,1) r
1 -> #1(-10,1) p
1 -> #3(-4,1) e

12 Twierdzenie 3.3 (wlasnosé rodzenstwa)

Niech T oznacza kompletne, binarne, wagowane drzewo (z n li$émi), w ktérych liscie maja dodatni
koszt, a koszt dowolnego wezta wewnetrznego stanowi koszt jego dzieci. T jest drzewem Huffmana
wtedy i tylko wtedy, gdy jego liScie moga zostaé uporzadkowane w nastepujacy sposéb: 1. ciag
kosztéw (c(z1),c(z2),c(c3),...) jest niemalejacy, 2. Vi<icn @ P(x2;-1) = P(x2;), gdzie P(z) to
rodzic z.

Problem stanowi dowiedzenie <—, poniewaz — wynika wprost z algorytmu Huffmana. Czyli chcemy
udowodnié, ze majac te dwie wlasnoéci, dostaniemy drzewo Huffmana.

Dowdd jest indukcyjny. Zaczynamy od jakiego§ drzewa T¢, w ktérym mamy wezly x1 oraz xs.
Wiadomo, ze sa to liscie, poniewaz koszt jest niemalejacy. Liscie te mogg by¢ wybrane w kroku
algorytmu (cho¢ nie musza), poniewaz ich koszt jest najnizszy. Przyjmijmy, ze z to ich rodzic.
Rozwazmy drzewo T°~!, w ktérym nie ma lisci z1 oraz xo. Przyjmujac zalozenie indukcyjne,
wywodzimy, ze ze spelnienia warunkéw 1 i 2 drzewo jest drzewem Huffmana. Zatem drzewo T°
réwniez jest drzewem Huffmana. Warto zwrécié uwage, ze z wlasnoéci 79~ wywodzimy wlasnosé
T*, a nie na odwrot.

11



[25]:

13 Kompresja ze zmienng dlugoscia bloku

Optymalna kompresja ze zmienng dlugoscia bloku musi uwzglednié¢ 3 zagadnienia: * znalezé zbior
podstéw F, na ktéry nalezy podzielié kompresowany tekst T', * znalezé optymalny sposéb podziatu
tekstu T na podstowa ze zbioru F, * znalezé kod C, ktéry bedzie odpowiadal podstowom, ze zbioru
F.

Optymalna kompresja ze zmienna dtugoécia bloku jest problemem NP-zupelnym.

14 Podzial tekstu na podstowa - strategia zachtanna

Dopasuj zawsze najdtuzsze stowo wystepujace w stowniku.

o Jesli F' ogranicza si¢ do liter i podstéw 2-elementowych, to strategia zachtanna jest optymalna.
o Jesli F' zawiera wszystkie swoje pod-stowa, to strategia zachtanna jest optymalna.

15 Strategia semi-zachtanna

o niech m = maz{|uwv|: u,v € F Auv C s};

o niech f; € F taki, ze fiv C s A|fiv| = m, dla pewnego v;
e wybierz fi jako kolejny element do zakodowania;

o kontynuuj proces dla s skréconego o fi.

Strategia semi-zachlanna jest optymalna, jesli ' zawiera wszystkie swoje prefiksy.

16 Algorytm Lempel-Ziv-Welch

from math import ceil
def lempel_ziv_welch(text):
prefixes = []
while(len(text) > 0):
prefix = max_prefix(text, prefixes)
letter = text[len(prefix)]
# wypisz indeks prefiz-u na ceil(log2(len(prefizes))) bitach
# wypisz poczgtkowy kod letter na cetl(log(len(alphabet))) bitach
prefixes.append(prefix + letter)
text= text[len(prefix)+1:]

Przyktad algorytmu, w ktérym kodowany fragment tekstu ma zmienna dilugo$é. W praktyce
rozmiar tablicy prefikséw ogranicza sie z géry oraz dodaje sie do niej wszystkie litery alfabetu.
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